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УДК 514.76 
 

Ю. И. Шевченко 
 

ОБ ОБОБЩЕНИЯХ ПРОЕКТИВНОЙ СВЯЗНОСТИ КАРТАНА 
НА ГЛАДКОМ МНОГООБРАЗИИ 

 
Рассмотрена проективная структура Лаптева 1-го порядка, кото-

рая представлена как расслоение специальных линейных кореперов с мно-
гомерным приклеиванием. В этом расслоении задана линейная связность 
Лаптева с помощью объекта, содержащего тензор. Обращение тензора в 
нуль приводит к предпроективной связности, из которой выделена ка-
ноническая связность. При выполнении условия проективности получа-
ется проективная связность Картана и ее канонический вариант. 

С другой стороны, проективная структура представлена в виде 
главного расслоения специальных центролинейных кореперов. Задание 
фундаментально-групповой связности в этом расслоении производится 
с помощью объекта центролинейной связности, не совпадающего с пре-
дыдущими объектами связностей. 

 
The Laptev projective structure of the 1st order presented a fibering of 

special linear coframes with multidimensional gluing is considered. The Lap-
tev linear connection by means of the object containing a tensor is set in this 
fibering. If the tensor vanishes we have preprojective connection from which 
canonical connection is marked out. The Cartan projective connection and its 
canonical version are obtained from a projectivity condition. 

On the other hand, the projective structure is presented in the form of the 
principal fiber bundle of the special center-linear coframes. The giving funda-
mental-group connection in this fibering is made by means of the center-linear 
connection object, not coinciding with the previous objects of connections. 

 
Ключевые слова: проективная структура Лаптева, многомерное приклеи-

вание, проективная связность Картана, центролинейная связность. 
 
Key words: the Laptev projective structure, multidimensional gluing, the Cartan 

projective connection, center-linear connection. 
 

1. Расслоения кореперов над гладким многообразием 
 

Рассмотрим n-мерное гладкое многообразие nM . Г. Ф. Лаптев [1] 
показал, что в окрестности текущей точки А многообразия nM  можно 

ввести n линейно независимых дифференциальных форм Пфаффа i  

( nkji ,,...,, 1 ), причем первые интегралы ui вполне интегрируемой сис-

темы уравнений 0i  являются локальными координатами точки 
A(ui) nM . Условие полной интегрируемости имеет вид: 

 i
j

jid  . (1) 
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Дифференцируя эту систему внешним образом и разрешая по лем-
ме Лаптева [1], получим: 

 i
jk

ki
k

k
j

i
jd  , (2) 

0 kji
jk   0 kji

jk ][   

 li
jkl

i
jk  ][ , 0i

ljk)( , 0i
jkl][  0i

jkl}{ , (3) 

где квадратные скобки обозначают альтернирование, круглые  сим-
метрирование, а фигурные  циклирование.  

Утверждение 1. Над многообразием nM  имеется главное расслоение ка-
сательных линейных кореперов )( nn

ML 2  со структурными уравнениями 

(1), (2), типовым слоем которого является дифференциальная группа 1-го по-
рядка 2

1
nn LnGLD  )( , действующая в касательном пространстве nT  к мно-

гообразию nM  в точке A. 
В общем случае, когда 

00  i
jk

i
jkl ][ , 

будем говорить (см. [2; 3]) о многообразии nM1  с неголономностью 1-го по-

рядка. В особом случае 00  i
jk

i
jkl ][  имеем многообразие 1

nM  с го-

лономностью 1-го порядка. 
Продолжая структурные уравнения (2), найдем 

 i
jkl

ll
k

i
jl

l
j

i
lk

i
l

l
jk

i
kjd  , (4) 

mi
jklm

i
klj  ][ , 0i

mklj )( , 0i
klmj ][   0i

klmj }{ . 

При фиксации точки A уравнения (2), (4) дают 
i
k

k
j

i
jd  , l

k
i
jl

l
j

i
lk

i
l

l
jk

i
kjd   (

0
 i ). 

Это структурные уравнения дифференциальной группы 2-го по-
рядка 2

nD  [1], причем, согласно условиям (31), 0i
kj ][ . Следовательно, 

вне зависимости от голономности либо неголономности многообразия 

nM  имеем: )(dim 3
2

1 22  nnDn . Группу 2
nD , имеющую факторгруппу 1

nD , 

можно обозначить иначе: 
)(

)(
3

2

1
22

2 


nn
n LnGLD . 

Утверждение 2. Над многообразием nM  имеется главное расслоение ка-
сательных кореперов 2-го порядка )(

)(
n

nn
ML

3
2

1 2 
 со структурными уравнения-

ми (1), (2), (4), типовой слой которого — дифференциальная группа 2-го по-
рядка 

)( 3
2

1 2 nn
L , действующая в соприкасающемся пространстве  

12 TTTT n
3)n(n

2
1 


. 



Ю. И. Шевченко  

 

62 62

Расслоение линейных кореперов 1-го порядка )( nn ML 2  является факторрас-

слоением расслоения кореперов 2-го порядка. 
Аналогично многообразиям nM1  и 1

nM  определяются многообра-
зия с неголономностью и голономностью 2-го и более высоких поряд-
ков. Г. Ф. Лаптев исследовал голономные гладкие многообразия выс-
ших порядков [1; 3]. 

 
2. Расслоение проективной структуры 

 
Известно [1], что над голономным многообразием nM  возникает по-

следовательность расслоений проективной структуры. Рассмотрим рас-
слоение проективной структуры 1-го порядка, описываемое формами 

 i
ijj

i
j

i
j

i
j

i
i

ii

nn








1

1

1

1 00
0

0
00 ,,, . (5) 

Эти формы связаны условием проективности 

 0I
I  ( nI ,..., 0 ). (6) 

Структурные уравнения (1), (2), (4) позволяют найти внешние диф-
ференциалы форм (5): 

 0 0
0 0 0 0, ,ji J i

J jd d           (7) 

0
0

00
0 jk

k
K

K
jj

i
jk

ki
K

K
j

i
j dd  , ; 

 o
j

i
k

o
k

i
j

i
jk

i
jk  , i

ijkjk n





1

10 . (8) 

Структурные уравнения (7) можно объединить: 

 000  I
k

I
Jk

kI
K

K
J

I
Jd , . (9) 

При 0 I
jk

k  уравнения (91) принимают вид 

 I
K

K
J

I
Jd  . (10) 

Эти уравнения с условием (6) являются структурными уравне-
ниями специальной линейной группы SGL(n  1), эффективно действу-
ющей в n-мерном проективном пространстве Pn. Уравнения (10), (6) да-
ли возможность Э. Картану [4] ввести пространство проективной связ-
ности Pn,n, а более общие уравнения (91) позволили Г. Ф. Лаптеву [1] 
дать обобщение пространства проективной связности (без условия про-
ективности) над гладким многообразием. 

Уравнения (1), (91) при условиях (51), (6) выглядят как структурные 
уравнения расслоения специальных линейных кореперов Sn(n+2)(Mn) над 
многообразием Mn с типовым слоем — специальной линейной группой 
Sn(n+2)  SGL(n  1). Но это не так, поскольку базисные формы ii

0  

входят в состав форм I
J , поэтому они называются базисно-слоевыми. 
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Это обстоятельство отразим в обозначении )()( nnnn MS 1
, где черта уст-

раняет из размерности группы Sn(n+2) число n — количество базисно-

слоевых форм i
0 . 

Назовем расслоение )()( nnnn MS 1
 расслоением специальных линейных 

кореперов с n-мерным приклеиванием (см. [5]), короче, n-приклеенным 
расслоением. 
 

3. Линейная связность Лаптева 
 

Г. Ф. Лаптев [1] распространил способ задания связности в главном 
расслоении Sn(n+2)(Mn) на расслоение с n-приклеиванием )()( nnnn MS 1

. 

Действительно преобразуем формы I
J  с помощью линейных комби-

наций базисно-слоевых форм k
0 : 

 kI
Jk

I
J

I
J 0~ , (11) 

причем для функций I
Jk  будут найдены дифференциальные уравне-

ния. Возьмем внешние дифференциалы этих форм, используя струк-
турные уравнения (1), (91): 

 ).(~ I
Jk

l
k

I
Jl

I
Jk

kI
K

K
J

I
J dd  0  (12) 

Преобразуем внешние произведения форм I
J , подставляя их вы-

ражения из обозначений (11): 

.~~~~ lI
Kl

kK
Jk

lI
Kl

K
J

I
K

kK
Jk

I
K

K
J

I
K

K
J 0000   

Во втором и третьем слагаемых вернемся к исходным формам: 

.~~ lI
Kl

kK
Jk

lI
Kl

K
J

I
K

kK
Jk

I
K

K
J

I
K

K
J 0000   

Подставим эти выражения в уравнения (12): 

  )(~~~ I
Jk

I
Jk

kI
K

K
J

I
Jd 0

lkI
Kl

K
Jk 00  , (13) 

.l
k

I
Jl

K
J

I
Kk

I
K

K
Jk

I
Jk

I
Jk d   

Зададим поле объекта линейной связности Лаптева I
Jk : 

 lI
Jkl

I
Jk

I
Jk 0 . (14) 

Подставим эти дифференциальные уравнения в структурные (13): 

 lkI
Jkl

I
K

K
J

I
J Rd 00  ~~~ , (15) 

где компоненты объекта кривизны-кручения линейной связности 
имеют вид: 

 [ ] [ ]
I I K I
Jkl J kl J k K lR П П   . (16) 
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Теорема 1. Линейная связность Лаптева в n-приклеенном главном рассло-
ении линейных кореперов )()( nnnn MS 1

 задается полем объекта связности I
Jk , 

компоненты которого удовлетворяют дифференциальным уравнениям (14) и 
определяют формы связности (11) со структурными уравнениями (15), при-
чем входящие в них компоненты объекта кривизны-кручения I

JklR  выражают-

ся по формуле (16) через компоненты I
Jk  и их пфаффовы производные I

Jkl . 

 
4. Предпроективная связность 

 
Запишем подробно преобразование (11): 

 .~,~,~,~ ji
j

iij
ijii

i
i

ki
jk

i
j

i
j 00000

000
0

0
0

0
0

0
00   (17) 

В дифференциальных уравнениях (14) раскроем действие операто-
ра , разобьем на четыре подсистемы, учтем равенства (92) и использу-
ем сокращенные записи: 

 00
0  i

jkj
i

k
i
kj , 00

0
0
0  j

j
ii , (18) 

0000
0

00
0

00  ijijk
k
ijijji , 00

000  i
j

i
j , 

где, например, k
jik

k
ikjijji d  0000 , а символ  обозначает диф-

ференциальное сравнение по модулю базисно-слоевых форм i
0 . 

Утверждение 3. Объект линейной связности Лаптева I
Jk  содержит 

тензор i
j0 . 

Следовательно, инвариантны равенства такие: 

 00  i
j . (19) 

В этом случае базисно-слоевые формы не преобразуются, так как 
формула (174) дает 

 ii
00 ~ . (20) 

Подставляя (19) в дифференциальные сравнения (18), получим 

сравнения для компонент усеченного объекта )(}{},,{ 19
0
0

0 I
Jkiij

i
jk  : 

 0 i
jk

i
kj , 0000

0
00

0
00  ijijk

k
ijijji , 00

0  i . (21) 

Связность, определяемую таким объектом  , назовем предпроектив-
ной связностью. Подставим формы (20) в структурные уравнения (15): 

 lkI
Jkl

I
K

K
J

I
J Rd 00  ~~~~~  






 

)(19

I
Jkl

I
Jkl RR . (22) 

Учитывая условие проективности (6), найдем сумму диагональных 
форм предпроективной связности из равенств (171,2): 

  
k

k
I
I N 0~ , i

ikkkN  0
0 . (23) 
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Значит, в общем случае справедлива 
Теорема 2. Предпроективная связность, являющаяся особым случаем ли-

нейной связности Лаптева, задается полем объекта  , компоненты которого 
удовлетворяют дифференциальным сравнениям (21), а формы связности подчи-
няются структурным уравнениям (22), в которые входят компоненты объекта 
кривизны-кручения I

JklR , но условие проективности не выполняется: 0 I
I

~ . 

Утверждение 4. Объект предпроективной связности   содержит 0
0i . 

Значит, инвариантны равенства 

 00
0  i . (24) 

Подставляя их в дифференциальные сравнения (212), получим срав-

нения для компонент 0
ij  объекта 0

(24)
{ , }

i

jk ij      : 

 0 0 0 0 0
0 0

k

iji j ij k ij       . (25) 

Утверждение 5. Каноническая предпроективная связность задается по-

лем объекта  , компоненты которого удовлетворяют сравнениям (211), (25). 
 

5. Проективная связность Картана 
 

Дифференциальные сравнения (211,3) позволяют получить сравне-
ния для компонент объекта kN  (232): 

 0 i
ikkN . (26) 

Обозначения (81), ( 54) дают 01 0  k
i
ik

i
ik n )( , поэтому сравне-

ния (26) принимают тензорный вид 0 kN . 
Назовем kN  тензором непроективности предпроективной связности, 

поскольку равенства (23) обеспечивают эквивалентности 

 0I
I

~    0kN    i
ikk 0

0 . (27) 

Теорема 3. Проективная связность Картана как особый случай предпро-
ективной связности задается полем объекта 

)( 327



. 

Подставляя равенства (24) в условия (273), получим 

 .0 i
ik  (28) 

Теорема 4. Каноническая проективная связность, являющаяся нормаль-

ной связностью Картана [4], задается полем объекта 
)(28

0
 . 

 
6. Центролинейная связность 

 

Представим структурные уравнения (7): 

 i
j

jid  , i
jk

ki
k

k
j

i
jd  , (29) 

00
0

000
ij

j
ik

k
iid  , 00

0 i
id  ; 00

k
i
j

i
jkj

i
k

i
jk

i
jk  . 
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При 0i  уравнения (292-4) принимают вид 
i
k

k
j

i
jd  , 00

0
00

j
j
iiid  , 00

0 d  )(
0 i ,  

причем из условия проективности (6) следует i
i0

0 . Получили струк-
турные уравнения группы Ли, называемой проективно-дифференциальной [1] 

группой 1-го порядка 1
nPD , или специальной центролинейной группой Cn(n+1) [6]. 

Утверждение 6. Над многообразием Mn имеется главное расслоение спе-
циальных центролинейных кореперов Cn(n+1)(Mn) со структурными уравнения-
ми (29), типовой слой которого — специальная центролинейная группа Cn(n+1). 

Зададим фундаментально-групповую связность в главном расслое-
нии Cn(n+1)(Mn) способом Лаптева —  Лумисте [7] с помощью форм 

 ,ˆ,ˆ,ˆ i
i

j
ijii

ki
jk

i
j

i
j  0

0
0
0

000  (30) 

где iij
i
jk  ,, 0 — функции, для которых найдем дифференциальные урав-

нения так же, как и в п. 3. Внешние дифференциалы форм (30): 

ˆ ˆ ˆ ( ) ,i k i k i i m i k l
j j k jk jk jk mld               

  kj
kijlk

l
ijij

j
iid )(ˆˆˆˆˆ 000

0
000  (31) 

),( 0000
0

00
ijijk

k
ijijji

j   )(ˆ 00
0 ii

id  . 

Согласно теореме Картана  Лаптева [7] зададим на базе Mn поле 
объекта центролинейной связности },,{ iij

i
jk  0 : 

 ,i i i l
jk jk jkl     0 ,j

i i ij     0 0 0 0 0 0 0
0 .k k

i j ij ij k j i ij ijk            (32) 

Подставим эти дифференциальные уравнения в структурные (31): 

,ˆˆˆ lki
jkl

i
k

k
j

i
jd  R

 
ji

ijd  R0
0

ˆ ,  

 kj
ijkij

j
iid  R0

0
000 ˆˆˆˆˆ , (33) 

где компоненты объекта центролинейной кривизны R { i
jklR , ijkR , ijR } 

выражаются по формулам 

 i
jklR i

lm
m

kj
i

klj ][][  , ][][][ kjikl
l

jijkiijk  000R , ][ijij R . (34) 

Теорема 5. Фундаментально-групповая связность в главном расслоении спе-
циальных центролинейных кореперов Cn(n+1)(Mn) задается с помощью поля объек-

та центролинейной связности },,{ iij
i
jk  0 , компоненты которого удовле-

творяют дифференциальным уравнениям (32) и определяют формы связности 
(30) со структурными уравнениями (33), причем входящие в них компоненты 

объекта кривизны центролинейной связности R { i
jklR , ijkR , ijR } выражаются 

по формулам (34) через компоненты объекта   и их пфаффовы производные. 



Об обобщениях проективной связности Картана на гладком многообразии 

 

67 67

 

7. Определения и замечания 
 

1. Приклеенное расслоение линейных кореперов )()( nnnn MS 1
, в ко-

тором задана обобщенная линейная связность полем объекта }{ I
Jk , 

назовем пространством линейной связности Лаптева nnnnS ,)( 1
 (1), (51), (15). 

2. Пространство линейной связности Лаптева nnnnS ,)( 1
, объект 

связности которого   усечен до объекта },,{ 0
0

0
00

iij
i
jki

j
  , 

будем называть пространством предпроективной связности nnnS ),( 1  (22). 

Для канонического пространства предпроективной связности nnnS ),( 1

0

  

объект связности принимает вид },{ 0

00
0

ij
i
jk

i



. 

Формы предпроективной связности I
J

~  не удовлетворяют условию 

проективности даже в каноническом случае, то есть 0 I
I

~ . 
3. Пространство предпроективной связности nnnS ),( 1  с условием 

проективности, когда объект связности имеет вид 0
0

i
k ik 

   


 
0{ , }i

jk jk   , является пространством проективной связности Картана 

(22), (271), которое обозначается Pn,n. 

4. Нормальное пространство проективной связности Картана nnP ,
0

, 
получающееся из канонического пространства предпроективной связ-

ности nnnS ),( 1

0

  с помощью условия проективности, имеет объект связ-

ности 
00

0


 i

ik
i
ik


. 

5. Рассмотренные пространства со связностями располагаются по схеме 

nnnnnnn SS ),(,)( 11        
nnn

nn

S

P

),(

,

1

0


     nnP ,

0
, 

где стрелка указывает, что каждое следующее пространство — особый 
случай предыдущего. 

6. Объекты предпроективной связности   и центролинейной связ-
ности  содержат одинаковое число компонент, которые удовлетворя-
ют разным дифференциальным соотношениям (21) и (32), поэтому их 
нельзя отождествить:  . 

7. Расслоение специальных центролинейных кореперов Cn(n+1)(Mn), в 
котором задана связность с помощью поля объекта , назовем про-
странством центролинейной связности Cn(n+1),n (1), (33). Это пространст-
во дополняет приведенную схему пространств с проективными связно-
стями Картана и их обобщений. 
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УДК 514.75 
 

М. В. Кретов 
 

ТРЕХПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ СЕМЕЙСТВО ЭЛЛИПСОИДОВ, 
ДОПУСКАЮЩЕЕ КОНСТРУИРОВАНИЕ 

 
Исследован подкласс трехпараметрического семейства эллипсоидов в 

трехмерном аффинном пространстве. Дана конструкция многообразия. 
 
A subclass of three-parametrical collection of ellipsoids in three-dimensional 

affine space is investigated. The construction of the considered manifold is given. 
 
Ключевые слова: трехпараметрическое семейство, комплекс, эллипсоид, асимп-

тотическая линия, безынтегральное представление, индикатриса вектора. 
 
Key words: three-dimensional collection, complex, ellipsoid, asymptotic line, in-

tegral-free representation, vector indicatrix. 
 

Продолжается исследование трехпараметрических семейств (ком-
плексов) эллипсоидов в трехмерном аффинном пространстве, рассмот-
ренных в работах [1—10]. Оно проводится в каноническом репере 
R  {A, e1, e2, e3}, где A — центр эллипсоида q; векторы e1, e2 и e3 направ-
лены по тройке сопряженных диаметров эллипсоида, а концы их Ai, i, j, 
k  1, 2, 3, лежат на q. Деривационные формулы R запишутся в виде 

, ,ji
i i i idA d   e e e  причем формы Пфаффа , ji

i   удовлетворяют 

уравнениям структуры , .j ji k i k
k i i kD D         
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